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1. Modelo: Cramér-Lundberg.

Queremos modelizar la reserva de una Compania de Seguros con una cartera de clientes con-
stante. Suponemos que la compaiia recibe un flujo constante de dinero de sus clientes (los
asegurados) y que con el dinero de su reserva esta paga los reclamos de sus asegurados.

Tanto los momentos en que recibe los reclamos como el monto de cada reclamo son variables
aleatorias. Intentamos describir cuales son las distribuciones de estas variables aleatorias.

Llamamos 71 < 79 < 72 < --- a los tiempos de los reclamos ordenados por orden de llegada,
y Uy, Us, Us, ... alos tamanos de los correspondientes reclamos. Definimos N; como la cantidad
de reclamos que se realizaron hasta tiempo ¢, es decir

Ny =max{i: 7; <t}.

Los tiempos 7; y los tamanos U; de cada reclamo son variables aleatorias y la cantidad Ny
es un proceso aleatorio.
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Distribucion de los reclamos

Hacemos las siguientes suposiciones acerca de los reclamos.

Suposiciéon A La cantidad de reclamos en cada intervalo del tiempo es finita. Es decir Ny < oo para todo
valor t € R.

Suposicién B La cantidad de reclamos que se producen en un intervalo de tiempo solo depende del largo
del intervalo. Mas precisamente, si t; < to y At > 0, entonces par cualquier k£ > 0 vale
que

P(Ntyyat = Niy = k) = P(Niyae — Ny, = k).

Suposicién C La cantidad de reclamos que se producen en dos intervalos de tiempo disjuntos son inde-
pendientes. Es decir, si t; < to < t3 < t4 y k,l > 0 entonces

P(th 7Nt1 :k;Nt4 7Nt3 :l) :P(Ntz 7Nt1 :k) .P(Nt4 7Nt3 :l)



Suposicion D Los tamanos de los reclamos son independientes entre si e independientes del momento en
que ocurren. Es decir, dados ¢, 7 € N y a,b,t € R, tenemos que

PU; <a;1; <t)=PU; <a)-P(r; <t).

Suposicién E Los tamanos de los reclamos estdn identicamente distribuidos. Es decir, que dados ¢, j € N

vy a € R, tenemos que
P(Uz Sa) :P(Uj SCL)

Las dos ultimas suposiciones nos dicen que las variables aleatorias U; son i.i.d. (independi-
entes e identicamente distribuidas), llamemos F'(a) = P(U < a). Notar que por la forma en que
definimos la funcién de distribucién, vale que F'(0) = 0.

Las tres primeras suposiciones permiten caracterizar las probabilidades asociadas al proceso
estocdstico V; y a las variables aleatorias 7;: Ny es un proceso de Poisson de intensidad (.

Bajo las suposiciones anteriores, el proceso

N
Yi=> U
i=1

se llama proceso de Poisson compuesto de intensidad 3 y distribucién F.
Tanto Ny como Y; son procesos de incrementos estacionarios (suposicién B) y de incrementos
independientes (Suposicién C).

1.1. Procesos de Poisson.

Hay un 8 > 0, tal que

(1.1) P(N, = k) =

ademds, tenemos las siguientes propiedades

1. P(ty >t) = P(1ix1—7; > t) = e A% Esto es la probabilidad que empezando en cualquier
momento, no haya ningtin reclamo hasta el tiempo ¢ es una exponencial e 7.

2. P(r1 <t) =1—e P!y por lo tanto la variable aleatoria 7 tiene distribucién 1 —e=#t y
densidad e Pt

3. B(m1) = E(tiy1 — i) = [, tBePldt = %

4. E(Niyat — Ni) = E(Nay) = BAE, es decir que la cantidad esperada de reclamos en un
intervalo de tiempo es § multiplicada por el largo del intervalo.



1.2. Notacién de probabilidades.

En este modelo, el espacio muestral  es el de los pares de sucesiones w = (7,U) donde 7 =
(7:)ien es una sucesién crecientes con limite infinito y U = (U;);en es una sucesién de niimeros
no-negativos. En las variables aleatorias omitiremos la escritura de w, es decir escribiremos 7;
en lugar de 7;(w), U; en lugar de U;(w), etc.

1.3. ;Cémo calcular la prima p?

El monto total de los reclamos que la compania de seguros esperan pagar en un lapso de largo
t se puede calcular como

B(Y, U3) = E(V)B(W:) =

donde
p=EU;)= [ adF(a)

El método usual de calcular la prima es
p=PBu(l+n)

donde i1 > 0 es el sobreprecio que los clientes le pagan a la compania de seguros por hacerse
cargo del riesgo.

1.4. Descripcién del proceso de reserva. Ruina.

La reserva X; de la compania de seguros en el instante t, es
Ny
Xi=x+pt—> U.
i=1

donde z es la reserva inicial de la compania. Cada trayectoria X;(w) es continua a derecha (es
decir X; = Xy+) y . Xt — X;- solo es positiva en t = 7; y vale —U;. Llamamos tiempo de ruina
de la compania al primer momento en que la reserva se hace negativa.

7 =min{¢: X; <0}

Notar que o bien 7 = 7; para algin ¢, o bien 7 = co.
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Proceso de la reserva hasta la ruina

El tiempo de ruina 7 es un tiempo de parada (solo depende de los 7; y U; con i < t).
Se puede demostrar que si n > 0, vale que P(1 < o0) € (0,1).

1.5. Un ejemplo.

Supongamos que la compania de seguros tiene 5000 clientes que aseguraron su auto contra robo
y 10000 clientes que aseguraron su moto contra robo.

La compaiiia les paga a sus clientes 40000$ por auto robado y 2000$ por moto robada. Las
estadisticas dicen que el valor esperado de autos robados por mes es de 4 por cada mil y el
valor esperado de motos robadas por mes es de 10 por cada mil. La compania trabaja con un
sobreprecio de n = 20% . ;Cuanta paga cada duefio de moto y cada duefio de auto de prima
por mes? ;jCuéles son p, 5y F?

Prima de asegurado por auto: 40000 x @ x 1.2 = 1928 por mes

Prima de asegurado por moto: 2000 x 1(1)% x 1.2 = 248$ por mes

Prima p = 5000 x 192 + 10000 x 24 = 1200 000$ por mes.

Intensidad 8 = 5000 x o= + 10000 x t23= = 120 reclamos por mes.

Distribucién F: la probabilidad de que un reclamo sea de 2000$ (por una moto) es de

10 .
%ﬁﬂ = % y la probabilidad de que el reclamo sea de 40000 (por un auto) es de 5000 1005 —

120
%. Tenemos entonces que

si a < 2000

si 2000 < a < 40000

si a > 40000

g
&
Il
3
d
VAN
&
Il
—olo O



y, por lo tanto

o ) 1 25000
p=EU)= [, adF(a) = 2000 x 6+40000X 6= 3

podemos ver nuevamente que p = pfS(1+n) = @ x 120 x 1.2 = 1200 000$ por mes.

Notar que usamos que la suma de dos procesos de Poisson es un nuevo proceso de Poisson
con intensidad igual a la suma de las intensidades, y el mismo resultado vale con los procesos de
Poisson compuestos, redefiniendo la nueva distribucién de forma adecuada, jes esta la férmula:

_ B1F1(a) + By F(a) 2

Fa) B1+ Bo

1.6. Un proceso similar: colas en un procesador con buffer.

Pensemos en una impresora conectada a la red que puede imprimir hojas a velocidad p (en
hojas por minuto), recibe pedidos de impresién en distintos momentos 7; y de distinto tamario
U; que son guardados en un buffer con capacidad de memoria X (los pedidos de impresién que
no entran en el buffer son rechazados).

Podemos suponer que las variables aleatorias 7; y U; satisfacen las cinco suposiciones que
hicimos antes. En este caso, el proceso X; que modela la cantidad de memoria disponible en el
buffer en el momento ¢, sigue la ley

Ny ~
X: = min{z + pt — i U, X}
i=1

donde x es la cantidad de memoria disponible en el momento inicial. El modelo de Cramér-
Lundberg coincide con el de un procesador con buffer infinito.

2. Dividendos y problema de optimizacién.

2.1. Estrategias de pago de dividendos: estrategias predecibles y admisibles.

Suponemos ahora que la gerencia de la compania de seguros saca dinero de las reservas para
pagarle dividendos a los accionistas, la estrategia de pago de dividendos queda caracterizada
por el proceso estocdstico L; definido como la cantidad de dividendos acumulados que paga
la gerencia hasta el momento ¢. Notar que L; es un proceso creciente con Ly = 0. Para que
la estrategia de pago de dividendos tenga sentido, este proceso estocdstico debe satisfacer tres
condiciones:

e Debe ser predecible con respecto al proceso Y; = 25\21 U;, es decir que cuando se decide
cuanto vale L; solo se conoce el valor de los U; y ; para 7; < t (y no <).

e Debe ser continuo a izquierda, es decir Ly = L;— (es consecuencia de lo anterior)

e Se debe cumplir que L; < X4, es decir no se puede ir a la ruina por pago de dividendos.

Los procesos que cumplen estas tres propiedades los llamamos admisibles.



2.2. Funcién a maximizar.

Nuestro problema es encontrar la estrategia que mazimice el valor esperado de los dividendos
acumulados descontados segun la tasa de impaciencia c :

E(fOTechdLs)
entre todos los procesos L admisibles.

Esta expresion es el valor actual (segin su propia tasa de descuento) de lo que los accionistas
esperan obtener por su inversién en la compania. Algunos autores (por ejemplo, Modigliani y
Sethi) consideran que este nimero es el valor real de la compaiiia.

Notar que, si la gerencia usa la estrategia de pago dividendos correspondiente al proceso
L = (Ly)>0, la reserva de la compania seguird el proceso controlado

N:
Xt=ax+4pt->S U -L
1

1=

y el nuevo tiempo de ruina 77 dependers de L. El juego estd en que si uno paga muchos
dividendos al principio, la reserva de la compania sera baja y la ruina vendrd mas rdpido,
perdiendo la posibilidad de seguir pagando los dividendos en el futuro.

Por lo tanto, definimos las funciones de valor

Vi) = B(Jy e dL,)

V()= sup Vip(z).

L admisible

Queremos encontrar la funcién V y ver si hay una estrategia 6ptima L* tal que
V=V

2.3. Ejemplo: estrategia de barrera.

Un ejemplo de estrategia admisible son las llamadas estrategias de barrera. Fijada una barrera
b, la estrategia L consiste en:

e Sila reserva es mayor que b, pagar inmediatamente el monto que excede a como dividendos.

e Si la reserva es igual a b, pagar la prima que se recibe como dividendos, de esta manera la
reserva se mantiene constante b hasta que llegue el préximo reclamo.

e Si la reserva es menor que b, no pagar dividendos.



x-b

AN
X
b
Yy Uy
Uy
Uy
o b i I~
';1 44 e S
L*- A
pmd.\vn‘;e P
& B o 1 |
} B
[ (93 [ Ty €

Reserva y Dividendos en Estrategia Barrera

Aunque mas adelante vamos a calcular la funcién de valor Vs (x) para estas estrategias, la
cuenta es muy facil en el caso que b sea cero. En efecto, la estrategia es pagar  inmediatamente
como dividendos y después pagar la prima que se recibe hasta el momento de la ruina, que es el



primer reclamo pues la reserva se mantenia nula.

Vio (:E) = x4+ Vo (0)

z+ E(f, e sdLy)
= xz+ E(f, e “pds)
z+ B(pi=e—)
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3. Solucién del problema.

3.1. Plan para resolver el problema.
El plan para resolver el problema es el siguiente:
1. Encontrar que ecuacién diferencial resuelve V.
2. Resolver esta ecuacién diferencial por métodos analiticos o numeéricos..

3. Deducir la estrategia 6ptima a partir de la forma que tiene V.

3.2. Ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Supongamos que la funcién V tiene derivada continua. Consideremos la estrategia L = Ly,
que consiste en pagar un flujo constante a de dividendos hasta el min{h, 71} = h A7y y después
seguir la estrategia 6ptima L*, la reserva controlada X} sigue el proceso

YL _ x4+ (p—a)t si t<m
Tl z+(p—a)t—U; si t=7

10



Podemos escribir entonces, suponiendo que h es lo suficientemente pequeno para que x+(p—a)t >
0 para t < h,

Viz) > Vp(x) = Efo e “*dLy)
Jo " TemesdL, +f;m e~ dLy)

(
(
(i Tre=esa ds + f], e~*dLy)
(at
(

o
mtijtij

—c(hATy) + —c(h/\Tl)V(X;%/\Tl))

( + e*ChV(XL)) I{h < 11})

+E((a1 S e TVXE)) I 2 7))
a2 e (a + (p— a)h) P({h < 71})

= (ar==" 1t e "V(z+ (p—a)h)ePh

c
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pasando el V(z) restando y dividiendo por h, obtenemos

_ch —(c+B)h —a)h—
0 > 1— h €—6h+8 V(x+h(p a)h—V(x)

a
) L ( Lhet ([ Vi (p— a)t — a)dF(a))) BePtd
. e —ch c V(x a)h—V (z e—(etB)h _
— glme 6h+te <+5>hw+v( )Tl
11 fo ( =t 4 oot ([ —a)t— a)dF(a))) Be~Ptdt

y tomando el limite cuando h — 0.

0 > a+V/(@)p—a)—(c+B)V +Bfo x—a)dF()
- a(lfvxx))wv'(x)f(cw) 2)+ B V(@ — a)dF(a)

Podemos concluir entonces que

(3.3)

(3.4) 0> sup a(l=V'(z))+pV'(z) = (c+ )+ 6/ (z — a)dF(a)

L(V)(z)
y por lo tanto concluimos que,
1. L(V)(z) <0.
2.1-V'(z) <0
3. Si1—V'(x) <0 entonces el supremo se alcanza cuando a = 0.
Las dos primeras conclusiones se pueden escribir como

max{1 — V'(z), L(V)(z)} <0,

11



si uno hace las comparaciones con estrategias mas sofisticadas, se llega a la conclusién que
(3.5) max{1 — V'(z), L(V)(z)} = 0.
y esta es la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman de este problema.

3.3. Algunas propiedades de la funcién V.

La funcién V resulta ser continua, creciente y Lipschitz. También se puede probar que tiene
V(x)
xT

crecimiento lineal con pendiente 1 en el infinito, es decir lim = 1. No es claro, a partir de

r—00

la definicion, si V es o no derivable.

3.4. Ecuaciones y estrategias.

Notar que si una funcién V' con derivada continua cumple HJB, entonces van a existir conjuntos
abiertos

B={x: V(z)=1y L(V)(z) <0}

C={z: LV)(=x)=0y V'(z) > 1}
y un conjunto cerrado

A={z: L(V)(z)=0y V'(z) =1}
Nos preguntamos cuales son las estrategias L que hacen que V' cumpla las ecuaciones V' = 1
o L(V) = 0 en conjuntos abiertos y que haga que V¥ cumpla ambas V'(z) = 1y L(V)(z) =0
en un punto.

e Si hacemos cuentas similares a (3.1), (3.2) y (3.3) pero con la estrategia L que consiste en
no pagar dividendos (a = 0) y continuar con esta misma estrategia, obtenemos que

0=pVi(2) — (c+ B) Vi(a) + 3 / " Vi(e - a)dF(0) = £(V)(x)

e Si consideramos la estrategia L que consiste en pagar inmediatamente como dividendos
toda la reserva que exceda y, tenemos que V(z) = (x — y) + V (y) para todo z > y, y por
lo tanto V' =1 en el intervalo (y, x).

e Si consideramos la estrategia L que consiste en pagar toda la prima p como dividendos
(manteniendo la reserva constante) hasta el primer reclamo y luego continuamos con la
estrategia éptima, tendremos que

Vila) = B(fle edL,+ [T e~edLy)

E(fy e “pds + eV (z — Uy))

= E(pﬂ +e TV (x— U )

I +e ¢t (fo (z — a)dF(a))Be~Pldt
c( BC +B+cf0 x—adF(

12



que es equivalente a decir que
0=p—(c+BVile)+6 | Vie-a)iF(a)
0

que corresponde (por continuidad) a los puntos con V! =1y L(V) = 0.

Concluimos que si la funcién V es diferenciable, podemos encontrar, basados en los conjuntos
A, By C que definimos anteriormente, una estrategia L tal que la funcién V7, satisfaga la misma
ecuacion que V. Esta estrategia solo depende de la reserva en cada momento y va a ser la
estrategia éptima:

e Six € A, pagar toda la prima p como dividendos

e Si z € B, pagar inmediatamente como dividendos toda la suma que exceda al extremo
inferior de la componente conexa de B que contenga a .

e Si z € C, no pagar dividendos.

Por ejemplo si el grafico de V(x) — z es (le restamos x para que el conjunto de los puntos
donde V' = 1 se vea mas claramente)

V (X) -X

2.3 [

2.5 [

2.15 |

tendria que la estrategia éptima es de la siguiente forma (estrategia banda):

13



X i Una posible trayectoria de A,
reserva bajo una estrategia banda. inmediatamente
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3.5. Todas las soluciones de HJB y caracterizacién de V

La ecuacién de HJB
max{l — W'(z), L(W)(z)} = 0.

tiene infinitas soluciones, pero debemos caracterizar cual de ellas es la funcién de valor V. Se
puede probar los siguientes

1. Para cada valor b € R, existe a lo sumo una solucién W de la ecuacién de HJB (entre las
que tienen crecimiento lineal con pendiente 1) con valor inicial W(0) = b.

2. Para valores de b suficientemente grandes, la tnica solucién es W(z) = b+ x.
3. Para valores positivos de b suficientemente pequefios, no hay solucién.

4. Teorema Principal: Dada cualquier solucién W de la ecuacién de HJB y cualquier
estrategia admisible L, vale que W (x) > Vi (z) para todo z.

14



Esto nos permite caracterizar la funcién V' como la menor solucién de la ecuacién de
HJB.

3.6. Estrategias de banda.

Ademais, el hecho que V sea la menor solucién de la ecuacién de HJB, nos permite encontrar
ciertas propiedades sobre los conjuntos A, B y C. Con estas propiedades podemos probar que
la funcién de valor Vj, de la estrategia construida usando los conjuntos A, B y C coincide con la
funcién V, y por lo tanto hay una estrategia 6ptima y tiene estructura de estrategia de banda.

4. Problemas con la diferenciabilidad.

El problema es que no podemos suponer que V' es continuamente diferenciable, y esto complica
todo porque tanto en la ecuacién de HJB como en la construccién de los conjuntos A, By C se
usaba fuertemente esta propiedad. Para arreglar esto hay que ver que la funcién V' (que puede
no ser derivable pero si es Lipschitz) satisface la ecuacién de HJB en un sentido mas débil..

4.1. Soluciones viscosas.

Dada una funcién u, decimos que p € DT (u)(xg) (p es un super-diferencial de u en wg) si
u(z) < u(zo) + p(xr — xo) en un entorno de xg

U(Xp)+p(X=Xp)

p e D))

Super-diferenciales

y decimos que p € D~ (u)(zo) (p es un sub-diferencial de w en o) si u(z) > u(zg) + p(z — o)
en un entorno de xg.

15



U (Xp)+p(X-xp)

p e D”Mxp)
Sub-diferenciales

Dado un operador L(u)(z) = f(z,u(x), v (z),u(-)), decimos que T es supersolucion de L(u) =
0 si

para todo p € D™ (w)(z) vale que f(z,u(z),p,u(-)) <0,
decimos que u es subsolucion de L(u) = 0 si
para todo p € DT (u)(x) vale que f(z,u(x),p,u(-)) >0

y decimos que u es solucion viscosa de L(u) = 0 si es a la vez supersolucién y subsolucién.
Notar que

e Si u tiene super y sub-diferenciales en un punto, entonces es diferenciable en ese punto.

e Si u no es diferenciable en un punto, solo hay que hacer un test: o bien el de super-solucién
o bien el de subsolucién..

e Una solucién cldsica en también una solucién viscosa.

e Las soluciones viscosas de L£(u) =0y —L(u) = 0 pueden ser diferentes.

4.2. Un ejemplo de solucién viscosa.
Buscamos que funciones Lipschitz « : [0, 1] — R son soluciones viscosas de
1—|u/(z)] =0 con u(0) =u(1) =0

Como u es Lipschitz, tenemos que es derivable para casi todo punto y en los puntos donde es
derivable su derivada es +1. Supongamos para simplificar que el gréifico de u es una poligonal

16



con segmentos de pendientes 1 y —1.

00 0.2\\/0’.4 06 08 10

Solucion debil (pero no viscosa)

e ;Puede ser el grafico en un punto de la forma A? En este caso tendrfamos que DT (u)(x) =
[-1,1] y por lo tanto

1—1p/>0

entonces u serfa sub-solucién.

e ;Puede ser el grifico en un punto de la forma V? En este caso tendria que D~ (u)(z) =
[-1,1] y por lo tanto habria un p tal que

L—|p|£0
entonces u no seria supersolucién.

Concluimos que la tnica solucién viscosa es

T sioox<1/2
u(z) = = Dist(z, [0,1]9)
1l—2 si z>1/2

L L L L L L 1 L L L 1 L L L L L L
00 0.2 04 06 08 10

Solucion viscosa
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4.3. Solucién general del problema.

El problema se resuelve demostrando:

1.
2.

La funcién V() = supy, ,qm. V() es Lipschitz con crecimiento lineal de pendiente 1.

La funcién V(z) es una solucién viscosa de la ecuacién de HIB

max{l — V'(z), L(V)(z)} = 0.

. La ecuacién de HIB con condicién inicial V(0) = a y crecimiento lineal con pendiente 1

tiene, a lo sumo, una solucién viscosa.

Dada cualquier estrategia admisible L y cualquier supersolucién viscosa v de HJB, se tiene
que u > V. Esto implica que V es la menor de las supersoluciones de HJB y que cualquier
funcién de valor Vi, que sea supersolucién de HJB coincide con V.

. La funcién de valor éptima V' proviene de una estrategia admisible, esta estrategia admis-

ible es estacionaria y tiene forma de banda.

. Si se puede encontrar una solucién W de L(W) = 0 (por métodos analiticos o numéricos),

se puede construir la funcién V pegando de manera apropiada W con funciones lineales
de pendiente 1.

Hay ejemplos (dependiendo de los pardmetros %, 1 y la funcién de distribucién F'), donde

la estrategia ptima es Lo (es este caso V(z) = z + -£53), donde la estrategia éptima es

barrera con barrera b > 0 y donde la estrategia éptima no es barrera (tiene dos bandas).

4.4. Como encontrar la funcién de valor V y a partir de ella la estrategia 6ptima.

Paso 1 Resolvemos la ecuaciéon £L(W)(z) = 0 con W(0) = 1. En el caso que la distribucién

de los reclamos tenga una densidad que pueda escribirse como solucién de una ecuacién

_ 2 _ Az A1z
/\a;7>\ Te )\x’ ae +be

diferencial lineal con coeficientes constantes (por ejemplo Ae

o b ’
AL T Az

etc.), la funcion W también puede escribirse como solucién de una ecuacién diferencial
lineal con coeficientes constantes y por lo tanto tenemos férmula cerrada de W. En los

demds casos calculamos W por métodos numéricos.

Paso 2 Se puede probar que W’ es positiva y lim,_,o. W/(z) = oo. Tomamos xg = arg min W,

y definimos

W (x) .
Vi) ={ T CorEm
Wiieyy T (€ —20) si x> .

Esta es la funcién de valor de la estrategia con barrera xg, (es decir, es la estrategia
inducida por los conjuntos A = {z¢}, B = (z¢,,0) y C = [0,20) U (y1,21)), de hecho V4
es la mejor de todas las estrategias barrera (de una banda).

Si V1 es una solucién viscosa de la ecuacion, debe coincidir con V| y si no...
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Paso 3 Buscamos la mejor de las estrategias dos bandas, para esto buscamos para cada y > xg,
una solucién de L(W)(x) = 0 con Wy (y) = Vi(x) y definimos

[ Vi(x) st oz <y
Vy(x)—{ Wy(z) si x>y

De todas estas V,(x) habrd una sola (con y = y1) que satisface que existe 1 > y con

Wy (z1) = min W, = 1, definimos ahora

Vi(x) si <
Va(z) = ¢ Wy, (2) si € (y1, 1)
Wy, (1) + (z—21) si x>
Esta es la funcién de valor de la estrategia correspondiente a los conjuntos A = {zg, x1 },
B = (z9,y1) U (z1,00) y C = [0,20) U (y1,21). De hecho V5 es la mejor de todas las
estrategias de dos bandas.

Si V, es una solucién viscosa de la ecuacion, debe coincidir con V| y si no...

Este proceso debe terminar pues sabemos que la estrategia dptima existe y tiene estructura de
banda.

4.5. Un ejemplo.

Tomando los pardmetros: n = 0.07, 5 = 10 y ¢ = 0.1 y la funcién de densidad de reclamos
f(z) = ze~*. Como la media de esta distribucién es y = 2, obtenemos que p = pfB(1+n) = 21.4.

1. Como la funcién de densidad es solucién exacta de f”(x)+2f'(z)+ f(x) = 0, las soluciones
de L(W)(z) = 0 también serén soluciones de

pW" (@) + (2p = (e + BYW" (@) + (p = 2(c + B)W' () + (Bf'(0) = (¢ + B))W(z) =0
y por lo tanto W (z) se puede escribir de la forma
W(z) = c1eM7 + c2e™” + coe™?”
donde A\; = —1.488, 3 = —0.079 y A3 = 0.039 son las raices del polinomio
PN’ + (2p = (c+ B)N + (p = 2(c+ B)A + (BF'(0) = (c +5)) = 0

2. La tnica solucién de L(W) =0 con W(0) = 1, debe satisfacer

2
WI(O) _ C";ﬁ y W”(O) _ (C";ﬁ) . ﬂfp(o)

y por lo tanto se puede escribir como

W(z) = 0.11eM% — 5.06e*2% + 5.95¢¢2®
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Como el minimo de W’ se alcanza en z = 0, como se ve en la figura,

065 -
060
055 -

5 10 15 20 25

Grafico de W'(z)

obtenemos que xg = 0 y la mejor estrategia barrera es la de barrera 0, es decir

p
Vi(z) = — = 2.12
1(z) $+C+B T+

Se puede chequear que V7 no es una solucién viscosa de la ecuacién de HJB, y por lo tanto
debemos continuar un paso mas.

3. Buscamos, siguiendo el paso 3, la mejor de las estrategias de dos bandas: obtenemos que
y1 = 2.06y 1 = 9.70 y la funcién de valor V5 tiene como gréfico

V(X)) -X

2.3 [
2.3

2.5 [

2.15 L

Grafico de Va(z) — x
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La figura de abajo muestra las funciones de valor de todas las estrategias dos bandas, y se
ve que Vs es la mayor

0.2 -

0.1 -

10 12 14

|||V

Vi) —x— —5 para estrategias de dos bandas.

4. Se puede probar que V; es solucién viscosa de la ecuacién de HIB y entonces (por ser la
funcién de valor de una estrategia) debe coincidir con V.

Este ejemplo donde V no es diferenciable justifica de necesidad de introducir la
nocién de soluciones viscosas para resolver este problema.

5. Problemas mas complicados: posibilidades de reasegurar y de inver-
tir.

Se pueden considerar problemas mas complicados donde la gerencia la posibilidad de transferir
riesgo a otra compania mediante contratos de reaseguro o donde la gerencia tiene la posibilidad
de invertir parte de la reserva en acciones.

También, en una forma similar, se pueden encontrar las estrategias de reaseguro, de inversién
en la bolsa y de inversién en bienes no-liquidos que minimicen el tiempo de ruina de una compania
de seguros.

6. Apéndice.

6.1. Formulacién rigurosa del espacio de probabilidad.

Denotamos Ry = [0,00) y RY es conjunto de sucesiones en R.
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Dados un par (5,F) donde 8 > 0y F : Ry — [0,1] es una funcién no-negativa, cre-
ciente continua a derecha con lim F(z) = 1, definimos nuestro espacio filtrado de medida
r—00

(Q,F,P,(Ft);>) de la siguiente manera. El espacio de medida (€, F,P) se define como el
espacio producto
(0, F,P) = (S, F1,P1) x (Q2, F2,P2)

Donde €2 es el espacio de las sucesiones positivas y crecientes con limite infinito
Q= {?: (Ti)ieN € Rf conT; <Tjparai<jy Zlggloﬂ = oo},
JF1 es la g-dlgebra definida por los conjuntos
Ais={TeQ talquem; <s} conie Nys>0.
y la probabilidad P; es la tnica que satisface

k
PN = k) = Fr(( ) Air) 1 4500,0 = e

Aqui, N; : Q1 — NU{0}, la variable aleatoria definida como
N; ((14)ien) = max{i : 7; < t}

es un proceso de Poisson de intensidad .
Q5 es el espacio de sucesiones

Q2Z{U:(116N€R }
F> es la g-dlgebra definida por los conjuntos
Bi,a:{ﬁngtalqueUiga} coni € Nya>0.

y la probabilidad P; es la unica que satisface

Pu(( (1 Bias)) = I Fla)

=1

Finalmente la filtracion (F3),, esta formada por las o-dlgebras F; generada por las variables
aleatorias 7; y U; con 7; < t.

6.2. Demostracién del resultado sobre procesos de Poisson.

Definamos la funcién f : [0,00) — [0,1) como
f(t)=P(r1 >t) = P(N, =0),

tenemos que,
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e f es decreciente, pues Ny es creciente con respecto a t.

e f(0)=1.
e f es positiva. Si existe un ¢y con f(tg) = 0, tendrfamos por suposiciones B y C que
0=f(to)) = P(Ng, =0)
= P(Nig = Niyjo = 0; Nyy 2 = 0)
= P(Ny — Ny = 0) ~P(Nt0/2 =0)
= P(Nig = Niyj2=0)- P(Niy 2 =0)
f(3)?
y analogamente 0 = f(to) = f(%) = f(%) = f(%) = - -, entonces lirgl+ f(t) =0y porlo
t—

tanto f serfa identicamente cero en (0, 00). Esto contradice la suposicién A.

e Existe un 8 > 0 tal que f(t) = e~ #*. Nuevamente, por suposiciones B y C tenemos que
para todo valor s,t > 0, vale que

flt+s)=[f(t)- f(s)

Pero la tnica solucién decreciente y no nula de esta ecuacién es f(t) = e~#%. Notar que

las propiedades (1), (2) y (3) se deducen directamente de este resultado.
Para la férmula (1.1), consideremos los intervalos I, = (%, J—Tf] conj=1,..,nyel
conjunto A, de los T = (7;);en tal que N; = k y hay al menos un 7; en m de los intervalos Iim

y ningin 7; en el resto de los intervalos I; ,. Tenemos que
{T:Ny=k}=A,UB,

donde B, estd incluido en el conjunto C), de los 7 = (7;);en tal que N; = k y hay por lo menos
dos 7; que estdn contenidos en el mismo I ,,.
Pero tenemos que

e ) k

y ademds que P(B,) T 0 pues P(C) T 0 ya que si un 7 estarfa en infinitos CJ s la

P(An)

sucesion de T tendria infinitos puntos en [0,¢] y esto contradice la suposicién A.
La propiedad (4) sale de la férmula de la esperanza

s 0o k
E(Nat) = 32 kP(Nar=h) = > k(ﬁﬁ!t)

- k-1
e—ﬁAt _ (ﬂAt) kgo ((Bﬁj)l)' e—ﬁAt _ (ﬂAt)

6.3. Definicién de variables aleatorias y procesos adaptados y predecibles.

1. Una variable aleatoria A sobre (£, F,P) con distribucién F4 es una funcién A : Q@ — R
que satisface que los conjuntos

(A<a)={weN:Aw)<a}eF
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para todo valor ¢ € R y ademds cumple que

Fy(a)=P(A<a).

2. Un proceso aleatorio (At)¢>o sobre (€0, F, P, (Ft),5() es una familia de variables aleatorias.
3. Un proceso aleatorio (A;)¢>o sobre (2, F,P, (.7-})@0) se dice adaptado si los conjuntos
(As <a)eF
para todoa € Ry s <t.
4. Un proceso aleatorio (At)¢>o sobre (2, F, P, (Ft),) se dice predecible si los conjuntos
(As <a)eF
para todoa € Ry s <t.
5. Una variable aleatoria T : Q@ — R se dice tiempo de parada si los conjuntos
T<t)={weN:T(w) <t} eF

para todo t > 0.
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